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Nombres réels et nombres complexes

Ce document n’est pas un cours mais présente seulement quelques notions a connaitre sur le sujet.

1 Propriétés de R

1.1

Définitions

(R,+, x,<) est un corps totalement ordonné, c’est & dire que la relation d’ordre est compatible avec les
opérations, elle vérifie les propriétés suivantes :

1.
2.

a<betceR=a+c<b+c
a>0etb>0 = a.b>0

Pour une partie non vide A de R on a les définitions suivantes :

A est majorée s’il existe M € Rtel que Ve € A, 2 < M

on dit alors que A est majorée et que M est un majorant de A.
A est minorée s’il existe m € R tel que Vx € A, z > m

on dit alors que A est minorée et que m est un minorant de A.

e A est bornée si A majorée et minorée ce qui est équivalent a dire qu’il existe (m, M) € R? tel que A C [m, M].
e A admet un plus grand élément s’il existe M € R tel que

1.2

1. MeA
2. M est un majorant de A
On note M = max (A)
A admet un plus petit élément s’il existe m € R tel que
1. meA
2. m est un minorant de A
On note m = min (A)
On appelle borne supérieure de A, si elle existe, le plus petit des majorants de A, on note sup(A) cette borne
supérieure.
On appelle borne inférieure de A, si elle existe, le plus grand des minorants de A, on note inf(A) cette borne
inférieure.

Propriétés
Dans R on a alors le résultat fondamental suivant :
Théoréme 1

— Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure.
— Toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure.

On dit que R vérifie 'axiome de la borne supérieure.
On peut d’ailleurs définir R comme étant un corps totalement ordonné vérifiant I’axiome de la borne
supérieure. Ceci définit R a un isomorphisme pres.

. Autres propriétés

e Lorsqu'ils existent sup(A),inf(A), max(A), min(A) sont uniques.
e Lorsque max(A) existe alors sup(A) = max(A) et lorsque min(A) existe alors inf(A) = min(A)
e Lorsque A est majorée alors [sup(A), +oo[ est 'ensemble des majorants de A
e Lorsque A est minorée alors | — co,inf(A)] est 'ensemble des minorants de A
Partie entiere :
Proposition 1 Pour tout nombre réel x il existe un unique entier relatif n tel quen < x <n+1
Définition 1 Cet unique entier n s’appelle la partie entiére de x et se note E(x) ou [z]
Propriété 1 VreR
* B(z) <z < E(z)+1
* VkeZ E(x+k)=Ex)+k
* V(z,y) €R?, E(z +y) = E(x) + E(y)
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2 Propriétés de C

C={a+ib, (a,b) e R?}, *=-1

2.1 Forme algébrique

Soit z € C, 3!(a,b) € R?, z =a+1ib, c’est la forme algébrique de z, a est la partie réelle de z et b est la partie
imaginaire de z, on note a = Re(z) et b = Im(z), pour deux nombres complexes z = a + ib et 2/ = a’ +ib' on a
alors :

Egalité : 2z =2 < Re(z) = Re(?') et Im(z) = Im(z)’

Somme: z+2 =(a+d)+i(b+0)

Produit :  z-2' = (aa’ — bV') +i(ab’ + ba’)

1 a—1b
Inverse: Pour z #0, - =——
v 7 z a2+
Conjuqué :  On appelle conjugué de z le complexe zZ = a — ib
_ _ - (1 1 z
Propriétés : z+z2' =z+ 2, z-2/=zZ-2/,| - | ==, (i) -
z z 2 2
Module :  On appelle module de z le réel positif | z |= Va2 + b2
Propriétés :
z z
st ISl 1] Lo a2 ] | S S A0, 5] ez, 2 £
|2[2=2-%, |Rez|<|z], |Imz|<|z|

2.2 Forme trigonométrique
R I
Soit z € C*, (p, 0) €]0,+o0[x] — 7, +7], z = p(cos +isinf) et on a: p =| z |, cosf = |7ez‘*’ sinf = %

Notation exponentielle : z = pe'®

Pargument de z est 'angle de mesure 6 et § est la mesure principale de cet argument (6 €] — 7, +7])

Si z = p(cos@ +isinf) Alors Ik € Z, ' = 0 + 2kn, on note 0’ = O[27] et on note aussi souvent Arg(z) argument
de z et arg(z) une mesure de cet angle, on dit aussi que arg(z) est un argument de z.

2.2.1 Propriétés :
Pour (z,2') € C*?
o Arg(z-2') = Arg(z) + Arg(2’), Arg(il) = Arg(z) — Arg(2')
Z .

o pe’ P io—0")

10\( 010\ — ,foi(0+6" —0 _ - .
o (pe)(p'e”) = pp'e’@H0), pei? = pei?, peit oy ©

o z =7 & |z| =|7| et Argz = Arg?’
2.2.2 Formule de Moivre :

V(n,0) € Z xR, (e)" = e soit (cos@ + isinf)™ = cosnf + isinnd

Exemple d’utilisation :

Pour (n,0) € N x R, cos(nf) = Re(cos € + isinf)", en développant on détermine un polynéme P, € R[X] de
degré n tel que cos(nf) = P, (cosf)

2.2.3 Formules d’Euler :

0 4 =it o0 _ it
V0 € R, cosf = — et sinf = ———
Exemple d’utilisation [linéarisation] :

el 4 o—if\ ™ il _ g—i0\ "
) ou sin” § = () ce qui permet de déterminer des réels (ay), (by)

On dével "o =
n développe cos ( 5 %
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n n n
ou (cg) tels que cos™ 0 = > ay cos(kf), sin™ @ = > by cos(kf) (pour n pair) ou sin" 0 = > ¢ sin(kf) (pour n
k=0 k=1 k=1
impair) et d’une maniere générale on peut linéariser cos? 6 sin? 6, par exemple pour déterminer une primitive.

2.2.4 Racines ni®™e de 1’unité :

Pour n € N* I"équation z™ = 1 possede n solutions dans C, wy = e%, ke {l,...,n— 1} ce sont les racines

n'°™¢ de l'unité.
A 2ikm
Propriétés : Pour k € Z posons wy = e = on a:

n—1 n—1
® Wiip =W O Wk Wi = Whip OW,=wog=1 e > wpy=0 epourpeZ\nZ > (wrp)’=0
k=0 k=0

i 1 . 3 “ sy, . . = . .
racines cubiques de 'unité : 1, j, j2 avec j = e 5 = iy propriétés : ;2 =1, j2=74, 1+j+j2=0

2.2.5 Racines n'°™€ d’un nombre complexe :
Un nombre complexe non-nul possede n racines n'*™¢, on obtient ces racines en multipliant 'une d’elle par les
racines n'°™° de 'unité. .
. ; . 042k
Siw = pe’, 2" =w a pour solutions dans C, z;, = Wp-etn ke{0,...,n—1}

2.2.6 Racines carrées d’un nombre complexe :

Un nombre complexe W non-nul admet deux racines carrées § et —¢

e Forme trigonométrique : si W = pe? alors 6 = NI eis
2> —y*=a

e Forme algébrique : si W = a + ib alors 6 = x + iy avec (z,y) solution du systeme { 2 + y? = /a2 + b2
zy-b>0

2.2.7 Equation du 21®™¢ degré : az?+bz+c=0 (a,b,c) €C3 a#0

Résolution : On calcule le discriminant A = % — 4ac soit alors § une racine carrée de A

les solutions sont alors :
_ —b+9

1 =

—-b—46
et 29 =
2a 2a

3 Sommes et Produits

K désigne soit R soit C
Pour n € N*, soit (2;)1<i<n €t (Yi)1<i<n des éléments de K et A € K, on a les propriétés suivantes :

n n n n n n
Somme: o > (z;+y)=> @i+ Y. Ui ® Y. AX;=A> 1 e > A=mn\
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n n n
Produit : e [[(z;y) =[] =i [ w e [TA-z)=X"[]z; e J[A=A"
i=1 i=1 =1 i=1 i=1 i=1
Interversion de somme :
o Soit () 1<i<n des éléments de K, > >~ x5 = > > x5 ( n.p termes)
1Z52p i=1j=1 j=li=1
. s non nJ n(n+1)
e Soit (;)1<i<n des éléments de K, Y ;= > > x5 = > ¥ x;; ( ——=— termes)
1<52n 1<i<j<n i=1j=i j=1i=1 2

n

2 n
Carré d’une somme de termes : Soit (z;)1<i<pn 7 éléments de K : (Z xz) =>a?+2 Y wz;
i=1

Quelques sommes : i=1 1<i<j<n
2
3 k:m - kzzn(“+1)(2n+1) n k3:(n(”+1)>
kzz:l 2 kzz:l 6 kgl B
kz::o (2) =2" kz::o (2) cos(kx) = Re ((1 + eix)n) kgo (Z) sin(kx) = Im ((1 + e”)")
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4 Trigonométrie

4.1 Tableau de valeurs

ol T | T | T T 3m
6 | 4|3 2" |2
V3 V2|1
COS 1 7 7 5 0 -1 0
: 1| V2] V3
S1n 0 5 7 7 1 0 -1
tan | O ? 1 \/3 X 0 X

4.2 Formules usuelles

z est un réel. Dans les formules suivantes il faut s’assurer que les nombres sont bien définis
(en particulier faire attention & tan)

Parité : cos(—x) = cosx sin(—z) = —sinz tan(—z) = —tanx
Périodicité : cos(z + 2m) = cosz | sin(x + 27) =sinzx tan(x + 7) = tanx
cos(x +7) = —cosz | sin(x +7) = —sinz
cos(m—x) = —cosz | sin(r—z)=sinz | tan(mr —x) = —tanx
T T ™
cos(§ —1x) =sinx sin(§ —x) =cosz tan(§ —1x) =cotx
™ . . T ™
cos(§+x) = —sinx s1n(§—|—x) = cosx tan(§—|—x) = —cotx
2 .2 2 L 2 1
cos“x +sin“x =1 1+ tan rT=—— 1+cot“x = —
cos? x sin®
cos2z + 1 1 —cos2x
cos2x =2cos?x — 1 | cos2x =1 —2sin’z COSQQT:% sin%czi
o t = tan © 1—¢? , 2t . 2t
n pose t = tan — cosSx = —— sinx = any = ——
P 2 1+ 12 1+ 2 1—12

4.3 Formules d’addition

tana + tanb

b) = b —sinasinb i b) = si b inb t )= ————
cos(a + b) = cosacosb — sina sin sin(a 4+ b) = sina cosb + cos asin an(a +b) T tonatend
cosp + cosq = 2cos(p;_q) cos(]%) cosp —cosq = —2 sin(p+ q) sin(p ; q)
sinp+sinq:2sin(p+q)cos(l%) sinp—sinq:2cos(p;q)sin(?)

1 1
cosacosb = B (cos(a + b) 4 cos(a — b)) | sinasinb = -3 (cos(a + b) — cos(a — b))

1
sinacosb = 5 (sin(a + b) + sin(a — b))
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